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1 Grundbegriffe

Stochastik ist die Mathematik des Zufalls, kénnte man so sagen. Ob es Zufall {iber-
haupt gibt, ob die Zukunft prinzipiell offen ist oder ob seit Beginn des Zeiten alles
vorherbestimmt ist, ist eine grofle Frage — der Philosophie. Die Frage tangiert durch-
aus dich personlich: Ist es Ergebnis deiner freien Entscheidung, fiir das du die volle
Verantwortung tragst, wenn du ohne Hausaufgabe zur Stunde kommst, oder ge-
schieht es in Vollzug unabénderlicher Bestimmung und ist insofern nur tragisch,
nicht aber tadelnswert? Es wire sehr reizvoll, solche Dinge zu bedenken, wir ma-
chen das aber nicht, jedenfalls nicht in der Hauptsache; ihr sollt ja Mathematik
lernen, und die Mathematik fragt nicht danach, ob es Zufall gibt.

In unserem Stochastikalltag betrachten wir Zufallsversuche oder Zufallsex-
perimente, das sind Mechanismen, die Ergebnisse produzieren, die nicht vorher-
sagbar sind. Das heifit aber keineswegs, dass sie irgendwie beliebig wéren. Die Er-
gebnisse miissen in einem klar anzugebenden Ergebnisraum ) liegen, das ist eine
Menge, und es muss vollig klar sein, auf welchem Wege das jeweilige Ergebnis w € Q)
ausgelost wird. Man kann zum Beispiel eine Miinze werfen, da ist Oy = {W, Z} ge-
eignet, oder man kann einen Wiirfel dreimal werfen:

Qs ={(a,b,¢)|a,b,c e {1,2,...,6}}
Wurde im ersten Wurf eine 2 und im zweiten und im dritten Wurf eine 4 geworfen,
ist bei der Durchfithrung (2,4,4) das ausgeloste w.

Ein Ereignis A ist eine Teilmenge! von ©, in Formelsprache A C Q. Spielt man
Mensch—érgere—dich—nicht, ist durchaus das Ereignis

A=1{{(a,b,6)]a,be {1,2,3,4,5}} = {(a,b,6) € Q| a,b < 6}

von Interesse; du kannst sicher die Bedeutung finden.

Ein Ereignis, das nur ein einzelnes Ergebnis enthélt, nennt man Elementarer-
eignis; es hat also die Gestalt {w}.

1.1 Zufallsgrofien

Es liege nun ein Zufallsversuch mit Ergebnisraum €2 vor. Eine Zufallsgrofle ist
dann eine Abbildung X : Q — R. Die Zufallsgrofle X ordnet jedem w € Q eine
Zahl X (w) zu. Beim einleitenden Beispiel des dreifachen Wiirfelns kénnte X (w) die
Anzahl der gewiirfelten Sechsen im Ergebnis w sein, dann ist X (Q3) = {0, 1,2, 3}.

Jede Zufallsgrofle X stiftet in natiirlicher Weise eine Zerlegung des Ergebnisrau-
mes () in die Ereignisse

XYk ={weQ|X(w) =k} ,

die zu den Werten gehoren, die X (w) annehmen kann: Jeweils alle w mit dem
gleichen X—Wert k£ = X (w) kommen in einen Topf. Beim Beispiel des dreifachen
Wiirfelns sind zwei der vier Ereignisse

X71(3)={(6,6,6)} und X '(0)={(a,b,c) € Q|a,bc<6} .

Man verwendet dafiir iibrigens die Bezeichnungen X = 3 und X = 0; das ist
aufreizend schlampig und missverstéandlich, aber sehr praktisch.

1Bei uns sind das erstmal ganz beliebige Teilmengen von 2, allgemein darf man nicht so
grofiziigig sein.



1.2 Erste Anmerkungen zur Wahrscheinlichkeit

Wir sagen, die Wahrscheinlichkeit, eine sechs zu wiirfeln, sei %. Dabei lassen wir
uns von der Vorstellung leiten, dass alle sechs Seiten eines mathematischen Wiirfels
gleichberechtigt sind, und verteilen die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 zu gleichen Tei-
len auf die sechs Elementarereignisse {1},{2},...,{6}. In gleicher Weise ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte von n Kugeln einer Urne gezogen wird,
%. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C Q berechnen wir dann nach der

Formel A
PA) = — , 1

und wir sagen, unser Zufallsversuch sei ein Laplace—Versuch.

Aber was sagt das iiberhaupt? Wirft man einen ordentlichen Wiirfel sehr oft und
stellt den Anteil der gewiirfelten Sechsen an der gesamten Anzahl der Wiirfe fest,
liegt dieser Anteil in der Ndhe von %. Das ist ein empirischer Befund, eine Aussage
iiber die reale Welt, und man kann ihn nicht beweisen wie man eine mathematische
Aussage beweist. Man kann auch nicht beweisen, dass ein Stein, den man immer
wieder aufhob und wieder zu Boden fallen lief}, auch bei den néchsten Versuchen
und am néchsten Tag wieder zu Boden fallen wird, aber es ist verniinftig, davon
auszugehen, dass das genau so geschehen wird.

Zu einer mathematischen Theorie wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung in den
dreifliger Jahren des 20. Jahrhunderts. Vorher hatte man zweihundert Jahre naiv
mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet und die Erfahrung gemacht, dass die Ergebnisse
dieser Rechnungen durchaus etwas iiber reale Phianomene aussagen. Was so grofien
Geistern wie Fermat, Laplace und Jakob Bernoulli recht war, sollte uns billig sein;
wir treiben also auch erst einmal naive Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Laplace—
Wahrscheinlichkeiten und Baumdiagrammen. Spiiter denken wir grundsétzlicher
nach — vielleicht.

1.3 Aufgaben

Das Aufgabenmaterial im Buch ist sehr diinn. Das ist etwas ldstig, aber nicht weiter
schlimm. Man kann sich ja welche ausdenken:

1. Wir werfen einen Wiirfel so lange, bis er eine 6 zeigt. Es sei X die Anzahl der
benotigten Wiirfe. Gib eine Formel fiir P(X = k), berechne P(X < 10) und
bestimme ein moglichst kleines N so, dass P(X > N) < 1074 ist.

2. Deine kleine Schwester fragt dich, was du in der Aufgabe vorher eigentlich
ausgerechnet hast. Gib ihr freundlich Antwort.

3. Dein grofier Bruder aus der 13 fragt, wie eigentlich bei der Aufgabe oben das
Q aussieht. Kannst du ihm antworten?

4. Die Klasse 5d plant einen Wiirfelstand beim MuKu-Fest. Es wird einmal
gewiirfelt. Bei einer 6 gibt es einen Euro, bei einer 5 und bei einer 4 gibt es
20 Cent, sonst nichts. Welchen Einsatz muss die Klasse mindestens nehmen,
damit sie zuversichtlich sein kann, etwas {ibrig zu behalten?

5. Ein Wiirfel wird dreimal geworfen.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man mindestens eine 4 dabei?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man mindestens eine 4 und minde-
stens eine 27



(¢) Essei X die Anzahl der gewiirfelten Einsen. Finde eine Formel fiir
P(X =k).

(d) Ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Augenzahlen gerade sind, %7

6. Es gibt ein ganz stumpfsinniges Wiirfelspiel, es heiffit Pferderennen. Man
wiirfelt mit einem Wiirfel und setzt die gewiirfelte Augenzahl weiter. Gewon-
nen hat, wer den Parcours als Erster durchlaufen hat. Sagen wir, der Parcours
ist 50 Felder lang. Wie lange dauert das Spiel im Mittel?

7. In zwei Klamottenladen darf man seinen Rabatt selbst erwiirfeln. Im ersten
wirft man zwei gleiche Wiirfel auf einmal. Die kleinere Zahl gibt die Zehner-
ziffer, die andere die Einerziffer des Prozentsatzes an. Im zweiten Laden wird
ein Wiirfel zweimal geworfen. Der erste Wurf gibt die Einerziffer, der zweite
die Zehnerziffer des Prozentsatzes an.

(a) Welcher Laden bietet den héheren Rabatt? Antworte nicht voreilig! Ist
das nicht Gliickssache? Kann man iiberhaupt eine Antwort geben?

(b) Simuliere die beiden Rabattsysteme!
8. Simuliere die Aufgabe 4.

1.4 Der Erwartungswert einer Zufallsgrofle

Es sei X : Q2 — R eine Zufallsgréfle. Wenn man den zugrundeliegenden Zufallsver-
such N-mal unabhingig wiederholt, also N Werte x1,x3,...,xny von X auslost,
wird der Durchschnittswert v
1
vi= N DT
k=0

Hfir grofie N“ in der Nihe des Erwartungswertes E(X) der Zufallsgrofie X liegen:

1 Definition
Fiir eine ZufallsgréBe X : Q — R definieren wir den Erwartungswert FE(X) durch

= Y kP(X

keX(Q)

—ZX P{w})

we

Dir zur Warnung weise ich noch einmal darauf hin: Hiufig gehort der Erwartungs-
wert nicht zu den Werten, die X annehmen kann, und wenn X den Erwartungs-
wert tatsédchlich annehmen kann, ist es keineswegs immer der Wert von X mit der
hochsten Wahrscheinlichkeit.

Beispiel Die Zufallsgréfle X nehme nur die Werte 1 und 0 an. Es ist iiblich,
die Wahrscheinlichkeit P(X = 1) mit p und die Wahrscheinlichkeit P(X = 0) mit
q = 1 — p zu bezeichnen. Der Erwartungswert von X ist dann

EX)=1-P(X=1)40-P(X=0)=1-p+0-q=p .

Wenn man aus einer Urne mit vier roten und sechs weiflen Kugeln sehr oft mit
Zuriicklegen zieht, wird man je Ziehung etwa 14—0 rote Kugeln gezogen haben. —
Auch dies ist zundchst nur ein empirisch abgesicherter Befund.



1.5 Die Regel E(X +Y)=E(X)+ E(Y)

Es seien X und Y Zufallsgréflen zum gleichen Zufallsversuch. Wir bilden die neue
ZufallsgroBle X +Y : 2 — R durch

(X+Y)(w):=X(w)+Y(w) firalleweQ
und berechnen den Erwartungswert der neuen Zufallsgrofie:

E(X+Y)=> (X+Y)(w)

weN
=) (X(w) +Y(w) P({w})
weN
=Y X()P({w}) + D Y(w)P({w})
weN weh
— B(X) + E(Y)
Es gilt also
[B(X +Y)= E(X) + B(Y)| (2)

fiir ZufallsgroBen X und Y zum gleichen Zufallsversuch. Die Regel lésst sich natiirlich
auf Summen von mehr als zwei Zufallsgrofien zum gleichen Zufallsversuch verallge-
meinern.

Beispiel. Wir wiirfeln n—mal und zdhlen die Anzahl X der Sechsen. Wenn wir
fiir i =1,2...,n die Anzahl der Sechsen im i—ten Wurf mit X; bezeichnen, ist

X=Xi+Xo+ X5+ +X, =) X, .

=1

Jedes X; kann nur die Werte 0 und 1 annehmen, und es ist P(X; = 1) = % und
P(X; =0) = 3. Es folgt

1
E(Xi):g firi =1,2,3,...,n ,
und daraus ergibt sich nach der gerade bewiesenen Regel

E(X):n~6 .

1.6 Bernoulliketten und binomialverteilte Zufallsgré3en

Ein Zufallsversuch hat im einfachsten nicht uninteressanten Fall nur zwei Ausgéinge.

Man nennt einen solchen Versuch Bernoulliversuch und bezeichnet die Ausgéinge

mit ,Erfolg® und ,Misserfolg” . Die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges heifit iibli-

cherweise p und die Wahrscheinlichkeit eines Misserfolges ¢ = 1 — p. Du kannst zum

Beispiel wiirfeln und eine 6 als Erfolg ansehen. Wirfst du keine 6, ist ein Misserfolg
1 5

eingetreten. Hier ist p = ¢ und ¢ = §.

Vermutlich findest du Bernoulliversuche nicht besonders aufregend, aber bringe
noch einen Augenblick Geduld auf: Wiederholt man einen Bernoulliversuch mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p n—mal unabhéngig, spricht man von einer Bernoullikette
der Lange n mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, und die durch die Anzahl der Erfolge
gegebene Zufallsgrofle X heifit binomialverteilt. Wir haben uns iiberlegt, dass die
Wahrscheinlichkeit P(X = k) durch

P(X =k)= <Z) pPg"F fir k=0,1,...,n (3)



gegeben ist; dabei ist

(n>:n(n1)(n2)'-~~(nk+l) nl

k k(k—1)(k—2)----1  K-(n—k) )

die Anzahl der k—Teilmengen einer n-Menge.

Wir kénnen auch gleich den Erwartungswert der Zufallsgrofle X angeben: Es ist
E(X) = np. Damit sind uns schon Aussagen iiber zahlreiche Anwendungen moglich;
in sehr vielen Situation lassen sich ndmlich Abldufe mit Hilfe von Bernoulliketten
modellieren.

1.7 Der Einfluss der Linge einer Bernoullikette

Wenn man aus einer Urne mit vier weiflen und sechs roten Kugeln N-mal mit
Zuriicklegen zieht und die Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln betrachtet, hat
man es mit einer binomialverteilten Zufallsgréfie X mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p = 0.4 zu tun. Im Mittel sollte man je Durchfiihrung F(X) = pN weile Kugeln
erhalten. Das ist schon und gut, aber was kénnen wir einen konkreten ausgelosten
Wert von X sagen? Wie stark darf der vom Erwartungswert abweichen, ohne dass
uns die Sache verdéchtig vorkommen sollte?

Wir schauen uns zunéchst Histogramme fiir einige N—Werte an — siehe Ab-
bildung 1 auf Seite 7. Lasse dich nicht tduschen, die Histogramme werden immer
breiter und flacher; das siehst du an den Werten auf der Hochachse. Dennoch wird
der Bereich von Werten, die nur eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit haben, relativ
immer gréfler. Diesem Phidnomen gehen wir im néchsten Abschnitt nach.

Alle Histogramme zeigen Wahrscheinlichkeiten, die etwa bis zum Erwartungs-
wert ansteigen und danach wieder kleiner werden. Wie wir im Unterricht bewiesen
haben, gilt dies allgemein fiir binomialverteilte ZufallsgréBen: Es gilt ndmlich

PX=k)<PX=k+1l)<=k<np—q . (5)

1.8 Varianz und Tschebyschew—Ungleichung

Die Form der Histogramme in Abbildung 1 passt zu unserer Vorstellung, dass die
ausgelosten Werte einer binomialverteilten Zufallsgréfie X um den Erwartungswert
schwanken sollten. Dies schauen wir uns nun genauer an. Ein Maf} dafiir, wie stark
die Werte einer Zufallsgrofie streuen, ist die Varianz der Zufallsgrofle.

2 Definition
Die Varianz V(X) einer ZufallsgréBe X mit dem Erwartungswert p = E(X) ist

definiert durch
V(X) = Y (k- P(X =F)
kEX(Q)

Die GréBe o := \/V(X) heift Standardabweichung.

Ich habe versucht, euch die Varianz etwas anschaulich zu machen; dies lasse ich hier
aus. Ferner haben wir die Ungleichung von Tschebyschew hergeleitet. Sie macht
eine Aussage dariiber, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit sein kann, dass die Werte
einer Zufallsgrofe X sich vom Erwartungswert ¢ = E(X) um mindestens a > 0
unterscheiden. Man gewinnt sie durch zwei sehr rabiate Abschitzungen. Zunéchst
ldsst man in der Summe, mit der man V(X) berechnet, alle k mit |k — p| < a
weg. dadurch wird die Summe in der Regel kleiner, jedenfalls nicht grofier. Bei den
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verbleibenden k ersetzt man (k — p)? durch a?. Dadurch werden die Summanden
in der Regel kleiner, jedenfalls aber nicht gréfer. Insgesamt erhélt man:

V(X)= > (k—p)’P(X =k)
keX ()

> Y (k- pPP(X =k

keX (Q),k—ul>a

> > a?P(X = k)

kEX(Q),lk—pl>a

= a? > P(X =k)
KEX (Q),lk—pl>a

=a’P(|X — | > a)

Dividiert man noch durch a?, gewinnt man daraus die Tschebyschew—Unglei-
chung:

PX > a) < V) (©)

1.9 Regeln fiir Varianz und Erwartungswert

Fiir den Erwartungswert einer Zufallsgrofie gelten einige Rechenregeln. Man priift
sie leicht anhand der Definition des Erwartungswertes nach.

3 Lemma
Es sei X : Q0 — R eine ZufallsgréBe, und es seien a und b reelle Zahlen. Dann gilt

E(aX)=aFE(X) und E(X+b=FE(x)+b .
Mache dir griindlich klar, dass X + b eine neue Zufallsgrofe auf €2 ist, und zwar ist
(X +b)(w) = X(w) + b.

Entsprechende Regeln gelten fiir die Varianz:

4 Lemma
Es sei X : Q — R eine ZufallsgréBe, und es seien a und b reelle Zahlen. Dann gilt

V(X +0b)=V(X) und V(aX)=d*V(X) .

Wir brauchen die Varianz binomialverteilter Zufallsgrofen. Man bekommt sie
mit dem gleichen Kunstgriff, den wir bei der Berechnung des Erwartungswertes
angewandt haben: Wiederholt man einen Bernoulliversuch mit der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p n—mal und bezeichnet man die Anzahl der Erfolge bei der k—ten
Durchfithrung mit X, dann gilt fiir die Anzahl X der Erfolge

Fiir jedes k = 1,2,...,n ist V(Xx) = pg, wie man leicht nachrechnet. Mit Hil-
fe des nachfolgenden Satzes koénnen wir nun die Varianz einer binomialverteilten
ZufallsgréBe X mit den Parametern n und p angeben:

V(X) =npq (7)



5 Satz
Es seien X und Y unabhéngige Zufallsgrofen auf dem Ergebnisraum (), es sei also

Px_.(Y=y)=PY =y) fiirallex € X(Q) und fiir alle y € Y(Q) .

Dann gilt:

V(X +Y)=V(X)+V(Y)]

Der Beweis dieses Satzes ist fiir uns gut erreichbar, aber seine Durchfiihrung frisst
Zeit, die ich lieber darauf verwende, deine Vertrautheit mit Zufallsgréffen und ih-
ren Eigenschaften zu verbessern. Ich lege dir dringend ans Herz, immer genau zu
durchdenken, wie der Zufallsversuch ablauft, iiber den du etwas sagen willst, die Zu-
fallsgroBe sorgfiltig zu definieren, die du verwendest, und ihre Natur zu klaren. Und
dann: denke in Histogrammen. Viele Routinen der Beurteilenden Statistik werden
dann durchsichtig und einfach. Mache Gebrauch von den MuPAD-Befehlen, die ich
dir zum Zeichnen von Histogrammen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
formuliert habe. Furcht vor Stochastik ist génzlich unbegriindet.

Eine Anmerkung zur Unabhingigkeit von Zufallsgrofen: Es darf keinen Einflufl
auf die Wahrscheinlichkeit haben, dass Y einen Wert y annimmt, welcher Wert der
Zufallsgrofle ausgelost wurde. Da wir unseren Bernoulliversuch unabhéngig wieder-
holen, hat das Ergebnis einer Durchfiihrung keinen Einflu} auf die Ergebnisse der
anderen Durchfiihrungen; wir durften den Satz auf die Summe der X} anwenden.

Aufgabe Es sei X eine Zufallsgrofle. Dann ist X+X = 2X. Berechne die Varianz
von X + X und die von 2X nach den Regeln; du wirst sehen, dass die Ergebnisse
verschieden sind. Die Summenregel fiir die Varianz darf man nur bei unabhéngigen
Summen verwenden, und X ist keineswegs unabhéngig von sich selbst.

1.10 Das schwache Gesetz der groflen Zahl

Es sei X die Anzahl der Erfolge bei einer Bernoullikette der Linge n mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Dann ist, wie wir wissen, E(X) = np und V(X) = npq. Wir
betrachten die Zufallsgrofie %X , also den Anteil der Versuche, die ,,Erfolg* ergaben,
an der Gesamtzahl der Versuche oder die relative Héufigkeit von ,,Erfolg® . Nun ist
nach unseren Regeln

1 1 1
E(=X)=-E(X)=-np=p
n n n

und

1 1 pq

Fiir jedes a > 0 ergibt nun die Tschebyschew—Ungleichung

1
P<|X—pza)§p‘12 oo
n na

Siehst du, was das heif3t? Fiir jedes noch so kleine a > 0 wird die Wahrscheinlichkeit,
dass %X von p um mindestens a abweicht, beliebig klein, wenn man nur das n grof3
genug macht. Die ist das schwache Gesetz der grofien Zahl.

Der Deutlichkeit halber bringe ich ein Beispiel. Wir wollen n—mal wiirfeln und
die Anzahl X der Sechsen zdhlen. Fiir einen realen Wiirfel sagt das empirische
Gesetz der grofen Zahl, dass der Anteil der Sechsen an den gewiirfelten Zahlen nahe
bei % liegt. Unsere ZufallsgroBe X aber ist kein reales Objekt, sondern ein Wesen
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, von dem man behaupten kann, dass es nur in
den Kopfen der Mathematiker existiere, ohne dass man jemand diese Behauptung



schliissig widerlegen kénnte. Und dass dieses Wesen sich einen Deut um die Empirie
schert, ist alles andere als sicher.

Wir fragen uns, wie oft man wiirfeln muss, damit %X mit einer Wahrscheinlich-
keit von hochstens ﬁ um ﬁ oder mehr vom Erwartungswert % abweicht. Wir
machen das Tschebyschew—Risiko kleiner als ﬁ7 dann ist die Wahrscheinlichkeit

selbst erst recht kleiner als dieser Wert. Dies fithrt auf den Ansatz

n

V(LX) 104pq< 1

(Lf n ~ 1000 °
100
und dies formen wir um zu
5.107
> 107pg =
= P g

Ergebnis: Wenn wir 1388889-mal oder 6fter wiirfeln, werden wir mit einer Wahr-
scheinlichkeit von hochstens ﬁ beobachten, dass der Anteil der Sechsen um ﬁ
oder mehr von % abweicht.

Das n, das wir hier ausgerechnet haben, ist viel zu grof3, aber das stért uns im
Moment noch nicht. Wir stellen zufrieden fest, dass sich unser %X so verhélt, wie
es das empirische Gesetz der groflen Zahl fiir reales Wiirfeln aussagt. Das macht
uns zuversichtlich, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie Modelle liefert, mit denen
wir brauchbare Aussagen iiber reale Vorginge machen kénnen.

Anmerkung Das schwache Gesetz der groflen Zahl sagt nicht, dass die Ab-
weichung auch kleiner als die vorgegebene Schranke bleibt, wenn wir n weiter ver-
gréfern. Das %X kann noch erheblich schwanken. Aber das ist eine schwierige Kiste.

2 Klausur Nr. 3 am 11. Marz 2010

Vergiss nicht, dein X zu deklarieren und seine Eigenschaften zu formulieren, bevor
du losrechnest!

1. In dieser Aufgabe benutzen wir eine Urne mit drei weiflen und fiinf schwarzen
Kugeln. Aus dieser Urne ziehen wir mehrfach, die gezogenen Kugeln legen wir
nicht zuriick.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit
i. ist die erste gezogene Kugel weif3?
ii. ist die erste Kugel schwarz und die zweite weif3?
iii. erhélt man bei drei Ziehungen nur schwarze Kugeln?
iv. ist die zweite gezogene Kugel weif3?
v. hat man bei drei Ziehungen genau zwei schwarze Kugeln?
(b) Man zieht so lange, bis man eine schwarze Kugel gezogen hat. Es sei
X die Anzahl der nétigen Ziehungen. Berechne P(X = k) fiir die Wer-

te, die X annehmen kann, zeichne ein Histogramm und berechne den
Erwartungswert von X.

(¢) Dein kleiner Bruder aus der 10 fragt dich, was der Wert E(X) bedeutet,
den du eben ausgerechnet hast. Schreibe auf, was du ihm sagst.

(d) Nehmen wir an, es sei zweimal gezogen worden und dabei sei genau eine
schwarze Kugel gezogen worden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit war die
zweite gezogene Kugel schwarz?

10



(e) Erklire, was die Wahrscheinlichkeit, die du gerade berechnet hast, ei-
gentlich bedeutet.

(f) Wir ziehen viermal. Klaus behauptet, der Erwartungswert der Anzahl
der bei der k—ten Ziehung gezogenen schwarzen Kugeln sei % fiir jedes k,
k=1,2,3,4.

1. Stimmst du ihm zu?

ii. Wie grof} ist der Erwartungswert der Anzahl der insgesamt gezoge-
nen schwarzen Kugeln, wenn Klaus Recht hat?

2. Langjéhrige Beobachtungen des Schiilers Erik ergaben, dass Erik seine Haus-
aufgaben nur in 30% der Fille erledigt — zum Gliick haben wir solche ja nicht
in unserem Kurs! Es sei X die Anzahl unter 10 zuféllig gewdhlten Stunden,
in denen Erik mit gemachten Hausaufgaben erscheint.

(a) Nimm an, X sei binomialverteilt, und berechne P(X < 2), P(X = 4)
und P(X > 5).

(b) Siehst du Probleme, X als binomialverteilt anzunehmen?

3. ,Die Anzahl der Gasteilchen in unserem Horsaal liegt so in der Groflenordnung
von 102%“, doziert der Physikprofessor. ,,In jeder Hilfte des Horsaals sollten
sich also % - 10?8 Teilchen aufhalten.“

Es sei X die Anzahl der Teilchen, die sich zu einem zufillig gewéahlten Zeit-
punkt in der linken Hélfte des Horsaals aufhalten. Sage, was die Wahrschein-
lichkeit

1
P(|X — 3 10%%| > 10%°)

bedeutet, und gib eine obere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit an. Be-
rechne, wieviel Prozent 10%° von % - 10?8 ist, und gib Auskunft, was das alles
fiir die Studenten im Hérsaal bedeutet.

4. Die Zufallsgrofie X nehme den Wert 1 und den Wert —1 jeweils mit der Wahr-
scheinlichkeit % an.

(a) Berechne E(X), E(X?) und E(X)2.

(b) Wir haben so schéne Regeln fiir das Rechnen mit Erwartungswerten,
aber keine fiir £(XY"). Wenn du dir das Ergebnis der letzten Teilaufgabe
anschaust, weifit du, warum nicht.

5. Eine Schule veranstaltet ein Schulfest, um Geld fiir den Bau einer Mensa
einzunehmen. Der pfiffige Felix schligt seiner Klasse vor, einen Stand einzu-
richten, bei dem eine Kugel aus einer Urne gezogen wird. Der Einsatz betrégt
einen Euro. Wird eine der 9999 schwarzen Kugeln in der Urne gezogen, geht
der Einsatz an die Klasse. Wird die eine weifle Kugel gezogen, bekommt der
Spieler 10000 Euro. Felix behauptet, dass das Spiel auf lange Sicht weder den
Spieler noch die Klasse benachteiligt. Dennoch konne die Klasse mit 99%—iger
Sicherheit 100 Euro Gewinn machen, wenn 100 Spieler an dem Stand spielen.

(a) Sagt Felix die Wahrheit?
(b) Empfiehlst du der Klasse, den Stand einzurichten?
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3 Die Nadherungsformeln von de Moivre und La-
place

3.1 Hinfiihrung

Wir werden es in néchster Zeit vor allem mit binomialverteilten Zufallsgréfien zu tun
haben. Zwar kennen wir im Prinzip fiir binomialverteiltes X mit den Parametern n
und p die Wahrscheinlichkeit

P(X =k)= (Z) pra—-pn ",

aber im konkreten Fall kann es sehr miithsam sein, die Wahrscheinlichkeiten zu be-
rechnen, die wir brauchen. Fiir manche Wertesétze n, p haben wir Tabellen, allzuweit
kommt man auch damit nicht. Deshalb lernst du nun ein neues Hilfsmittel.

Einer von euch hatte die Ahnung, dass hinter den Histogrammen binomialver-
teilter Zufallsgroffen immer die gleiche Kurve steckt — freilich nur, wenn n nicht
zu klein und p nicht zu extrem ist. Wenn du dir zum Beispiel das Histogramm zu
n =30 und p = % in Abbildung 2 anschaust, magst du den Eindruck gewinnen,
dass an der Ahnung etwas ist.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

Abbildung 2: Histogramm des B(30, §)-verteilten X

Freilich hat dir MuPAD durch die Wahl der Einheiten auf den Achsen dabei
geholfen, normalerweise sieht das Histogramm so wie in Abbildung 3 gezeigt, und
daran sieht man nicht viel.

v

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

Abbildung 3: Histogramm des B(30, 1)—verteilten X mit einheitlichem Achsenmaf-
stab

Man muss von X zu rX iibergehen fiir ein geeignetes r < 1, wenn man ein
verniinftiges Histogramm bekommen will. Es hat sich herausgestellt, dass r = é
eine gute Wahl ist, man misst dann auf der Merkmalsachse praktisch in der Einheit
0. Zusétzlich verschiebt man das Histogramm so, dass der Erwartungswert 0 ist:
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6 Definition
Es sei X eine Zufallsgrofle mit dem Erwartungswert p und der Standardabweichung
0. Dann heifit die ZufallsgréBe
X—p
o
die zu X gehdrige standardisierte Zufallsgrofle.

7 =

Die Aussage des folgenden Lemmas beweist du leicht mit Hilfe unserer Regeln.

7 Lemma
Es sei X eine Zufallsgréfie mit Erwartungswert p und Standardabweichung o. Dann

ist X X
E< _“>=0 und V( _“):1.
ag ag

Die Abbildung 4 zeigt die Histogramme unseres B(30, %)fverteilten X und der
zugehorigen standardisierten Zufallsgrofe.

Abbildung 4: Histogramm von X mit n = 30 und p = % und zugehoriger standar-
disierte Zufallsgrofie

Wir schauen uns das Histogramm der standardisierten Zufallsgréfle Z noch ein-
mal aus der Néhe an:

Abbildung 5: Histogramm der standardisierten Zufallsgrofie Z

Die eingezeichnete Kurve ist der Graph der Gaufi—Funktion ¢ mit
1 1.,.2

gO(JJ) = \/ﬂe_éx ’ (8)

und die ist des Pudels Kern, den wir gesucht haben.

Uberlegen wir uns nun, wie man mit Hilfe des Gauf8schen ¢ Wahrscheinlichkeiten
berechnet: Es ist

P(X:k):P(Z:k;“>
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der Inhalt des Késtchens zu k im Histogramm von X und des Késtchens zu ]’“TT“

im Histogramm von Z. Die Hohe des Késtchens im Histogramm von Z ist gp(kTT“),
die Breite des Késtchens ist 1. Es folgt

P(X:k):diga(k_u> . 9)

g

Fiir P(X < k) erhalten wir, wenn wir bedenken, dass das Késtchen zu k bei k + 3
endet

k3t

P(ng)P(ng“)z/m“ J’gp(x)dx:q)(k%_%_'u> . (10)

g g

Fir &(z) = ffoo p(t)dt gibt es Tabellen, geschlossen integrieren kann man ¢
némlich nicht. Auch ¢ selbst ist tabelliert.

3.2 Hinweise zur Anwendung der Niherungsformeln

Die Formeln in den Gleichungen 9 und 10 heiflen die lokale und die integrale Néhe-
rungsformel von de Moivre und Laplace. Der Beweis ist sehr technisch, er hielte
uns lange auf. Du darfst die Ndherungen nur benutzen, wenn npg nicht zu klein
ist. Nach einem alten Volksbrauch sieht man npg > 9 als ausreichend an. Einen
Beweis dafiir, dass das in Ordnung ist, habe ich noch nirgends gesehen; da folgen
wir einfach der Tradition.

Die 0—Regeln im Buch, die zum Beispiel sagen, dass P(|X — u| < 20 ~ 0.955
ist, beruhen auf diesen Niherungsformeln; man muss einfach ®(2) — ®(—2) bilden,
um die angegebene Wahrscheinlichkeit ndherungsweise zu erhalten. Damit ist aber
auch klar, dass man diese Sigmaregeln nur nehmen darf, wenn V(X) grofi genug
ist.

Schauen wir uns zur Warnung die Aufgabe 5 der Klausur an. Es sei X der Betrag
in Euro, den die Klasse bei einem Spiel an den Spieler zahlt. Dann ist

9999

1
49999 - ——— =0
10000 + ’

E(X)=-1 : -
10000

das Spiel ist fair. Wenn 100 Spieler spielen, nimmt die Klasse mit der Wahrschein-

lichkeit 100
9999 < 0.99
10000

100 Euro ein, wie Felix gesagt hat. Dennoch wire es vollig unverantwortlich, der
Klasse die Einrichtung des Standes zu empfehlen. Aber nun zu unserem Gegenstand:
Einige von euch haben die Einnahme der Klasse in 100 Spielen als Zufallsgrofie
betrachtet. Nennen wir diese Zufallsgrofie Y. Sie kann die Werte

100, —9900, —19900, . . .

Euro annehmen. Es ist
Y =100 — 1000072 ,

dabei bedeutet Z die Anzahl der in hundert Ziehungen gezogenen weiflen Kugeln.
Offensichtlich ist Z B(100, Wloo)fverteilt, mit dieser Information und unseren Re-
geln konnen wir den Erwartungswert und die Varianz von Y ausrechnen: Es ist

1
E(Y) = 100 — 10000E(Z) = 100 — 10000 - 100 - ——— =0 und
() (2) 10000 b

14



1 9999 106
10000 10000
Der einzige Wert von Y, der in der ko—Umgebung des Erwartungswertes liegt, ist
100 fir £ =1,2,3,...9, der ndchste Wert —9900 ist etwa 9.9¢ vom Erwartungswert
entfernt. Entsprechend ist

V(Y) = 10000* - 100 -

P([Y — E(Y)| < ko) = P(Y = 100) = 0.9999'%° ~ 0.9900 fiir k = 1,2,3,...,9,

die o-Regeln versagen vollig.

4 Zum Testen von Hypothesen

4.1 Einfithrung

Wie kann man bei einem Wiirfel nachpriifen, ob de Wahrscheinlichkeit fiir eine
Zwei wirklich % ist? Wie stellt man fest, ob ein neues Medikament wirksamer ist
als das alte, und wie iiberpriift man, ob der Ausschussanteil in einer Serienfertigung
nicht grofler ist als zuléssig? Bei solchen Fragen kommt mathematische Statistik zur
Anwendung. Sie bewahrt einen nicht zuverlissig vor Fehlentscheidungen, aber sie
liefert Entscheidungsregeln, und sie gibt jeweils die Risiken an, mit der man eine
falsche Entscheidung trifft.

Beginnen wir mit dem Wiirfel. Wir wollen ihn meinetwegen 300-mal werfen und
die Anzahl X der geworfenen Zweien feststellen.

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Zweien bei n = 300 Wiirfen ist bei einem
idealen Wiirfel 50. Wenn der beobachtete Wert X unseres Wiirfels zu weit von 50
abweicht, wollen wir den Wiirfel als gefélscht zuriickweisen.

Natiirlich kann ein idealer Wiirfel bei 300 Wiirfen auch 300 Zweien liefern, also
werden wir unter Umstédnden auch einen idealen Wiirfel zuriickweisen. Wenn wir
kein Risiko eingehen wollen, brauchen wir keine Statistik. Immerhin verlangt man,
dass das Risiko « , den Wiirfel zu Unrecht abzulehnen, klein ist; hdufig nimmt man
a =0,05.

Wir brauchen nun ein paar Fachbegriffe. Es sei p die (unbekannte) Wahrschein-
lichkeit, mit der der Wiirfel eine Zwei wirft. Wir gehen von der so genannten Null-

hypothese
1

H, 0:p= 6
iiber diese Wahrscheinlichkeit p aus. Man verwirft die Nullhypothese, wenn das be-
obachtete Versuchsergebnis in einem Ablehnungsbereich R liegt. Den Ablehnungs-
bereich wihlt man so, dass die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu Unrecht
zu verwerfen, hochstens so grof ist wie eine vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit
a:

Py, (X eR) <«

Um R zu finden, bestimmen wir ein ¢ > 0 so, dass
D(c) — D(—c) = / o(x)dz =0.95
ist. Mache dir den Sinn dieses Ansatzes anhand des Graphen von ¢ klar! Losung ist

c=®"1(0.975) ~ 1.96 .

Wenn wir fiir den Moment abgeschnittene Késtchen auer Acht lassen, kénnen wir
sagen, dass
P(]X —300p| < co) ~0.95
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ist. Fiir p = % ist co = 12.65 und 50 + co ~ 62.65. Das Késtchen der 62 geht nur
bis 62.5; die Wahrscheinlichkeit

Py, (38 < X < 62)

sollte also etwas kleiner sein als 0.95. Wenn man es genau nimmt, sollte der Ableh-
nungsbereich
R=1{0,1,...,36} U {64,65,...,300}

sein. Ob man in der Praxis so genau ist, weifl ich nicht.

Die Testvorschrift sieht nun folgendermaflien aus: Wirf den Wiirfel 300—mal und
stelle die Anzahl X der geworfenen Zweien fest. Ist der beobachtete Wert von X
kleiner als 47 oder grofler als 63, lehnst du den Wiirfel ab.

Formal gesprochen: Fiir X € R verwirfst du die Nullhypothese.

Dir muss von vornherein eines klar sein: Wenn du sehr viele ideale Wiirfel nach
dieser Vorschrift testest, wirst du auf lange Sicht etwa 5% als falsch ablehnen!

Nun haben wir auf das Risiko geachtet, die Nullhypothese zu Unrecht zu ver-
werfen, das heifit, einen Fehler erster Art zu machen. Es ist aber auch zu fragen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit der Test einen falschen Wiirfel erkennt. Es sei X,
eine B(300, p)—verteilte ZufallsgroBe. Wir bilden die Funktion

g(p):P(XPGR):P(Xp§46)+P(Xp264) )

sie heifit die Giitefunktion des Tests.

"0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0
p

Abbildung 6: Giitefunktion des Wiirfeltests

Der Funktionswert g(p) der Giitefunktion gibt an, mit welcher Wahrscheinlich-
keit ein Wiirfel abgelehnt wird, der mit der Wahrscheinlichkeit p eine Zwei wirft.
Wiirfel mit p > 0.3 und welche mit p < 0.1 werden recht zuverlissig erkannt, ein
Wiirfel mit p = 0.2 besteht den Test mit der Wahrscheinlichkeit 67.4%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass man die Nullhypothese nicht verwirft, obwohl sie
falsch ist, heifit Risiko zweiter Art, der zugehorige Fehler Fehler zweiter Art. Ich
erwihne dies schon einmal, wir werden die Begriffe spiter noch genauer behandeln.

4.2 Beispiel fiir die Konstruktion eines Tests

Bald ist Landtagswahl. Versetzen wir uns in die Lage einer Partei, deren Stimmen-
anteil um die 5% herum liegt. Zwischen den beiden Méglichkeiten p < 0.05 und
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p > 0.05 liegen fiir die Partei Welten. Nun soll ein Test Auskunft geben, ob der
Einzug in den Landtag gefihrdet ist oder nicht.

Der Statistiker, der den Test konstruieren soll, will erst einmal das Signifikanz-
niveau wissen. Es wird gewohnlich mit « bezeichnet. Der Test wird so konstruiert,
dass das Risiko erster Art, dass ndmlich die Nullhypothese zu Unrecht abgelehnt
wird, hochstens o ist. Ublich sind Werte wie o = 0.1 oder a = 0.05 oder a = 0.01.
Ich wéhle hier aw = 0.01, weil der Wert 0.05 schon vorkommt.

Man kann natiirlich die Nullhypothese immer annehmen, dann ist das Risiko
erster Art 0. Aber das ist nicht sehr sinnvoll, weil ja nie erkannt werden kann, wenn
die Nullhypothese falsch ist; deshalb macht man das nicht.

Es soll also wirklich ein Test gemacht werden. Dann will der Statistiker wissen,
wieviele Leute befragt werden sollen. Du vermutest richtig, dass der Test um so
aussagekriftiger wird, je mehr Leute man fragt. Jede Befragung kostet aber Geld,
deshalb muss man einen Kompromiss machen. Im Unterricht hat einer von euch
n = 1000 fiir die Lénge der Stichprobe vorgeschlagen, wir nehmen also n = 1000.

So, schauen wir uns die beiden Hypothesen an, die zu unterscheiden sind. Welche
soll zur Nullhypothese gemacht werden? Wenn die Partei zu Unrecht annimmt, dass
ihr Einzug in den Landtag gesichert ist, kommt sie nicht hinein, und das wére eine
ziemliche Katastrophe. Nimmt sie zu Unrecht an, dass der Einzug in den Landtag
nicht gesichert ist, unternimmt sie teure Anstrengungen, die unnétig sind. Wir hal-
ten den ersten Irrtum fiir schlimmer und nehmen als Nullhypothese, dass p < 0.05
ist. Der erste Irrtum ist dann das Risiko erster Art, und das wird durch das Signi-
fikanzniveau gedeckelt.

Nun haben wir alles zusammen: Wir testen die Hypothese Hy : p < 0.05 gegen
die Alternative H; : p > 0.05 mit Hilfe einer Stichprobe der Lidnge n = 1000
bei einem Signifikanzniveau o = 0.01. Wir werden H, ablehnen, wenn wir unter
den Befragten viele Wahler finden. Der Verwerfungsbereich wird also die Gestalt
R ={u,u+1,...,1000} haben, und wir miissen u so bestimmen, dass

Py, (X € R) < a=0.01

ist; dabei bedeutet X die Anzahl der Wihler der Partei unter den 1000 Befragten.
Wenn die Alternative H; zutrifft, sollte der Test das auch registrieren, deshalb wird
man v moglichst gro machen.

Es sei nun X,, B(1000, p)—verteilt. Die Wahrscheinlichkeit P(X, € R) wird um
so grofler, je grofler p ist. Deshalb ist

PHO(X c R) < P(XO.OS € R) = P(Xo‘og) > u)
Mit Hilfe der Tabelle auf der Seite 180 unseres Buches, rechte Spalte, finden wir
c:=071(0.99) ~ 2.326

— den Sinn dieses Ansatzes musst du dir mit Hilfe des Histogramms von Xg g5
klarmachen. Zu diesem c gehort der Wert

p+ co = 1000 - 0.05 + 2.326 - v/1000 - 0.05 - 0.95 =~ 66.03

der Merkmalsachse von Xg 5. Wir wihlen also © = 67. Der Test sieht nun so aus:
Finden sich unter den 1000 Befragten mindestens 67 Wahler der Partei, wird die
Hypothese Hy verworfen. Die Partei kann dann davon ausgehen, dass ihr Einzug in
den Landtag gesichert ist; jedenfalls sagt das der Test. Sicherheit gibt es erst am
Wahlabend.
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Der Schatzmeister der Partei ist {iber das grofle u nicht sehr gliicklich. Er muss ja
auch dann viel Geld ausgeben, wenn der Wihleranteil der Partei bei den 5.4% liegt,
die er nach seinem Bauchgefiihl vermuten mag. Kénnen wir ihm mehr Informationen
geben?

Um klarer zu sehen, bilden wir die Giitefunktion
g:p— P(Xp >67)

des Tests. Die Abbildung 7 zeigt den Graphen der Giitefunktion einmal fiir p € [0; 1]
und einmal fiir p € [0.05,0.10].

Abbildung 7: Graph der Giitefunktion des Tests der Partei

Den Schatzmeister triigt sein Gefiihl keineswegs, es ist ¢(0.054) ~ 0.040. Das
Risiko 2. Art, dass man namlich bei Hy bleibt, obwohl p = 0.054 ist, ist somit
etwa 96%. Um den Test zu verbessern, kénnte man das n vergréflern oder das
Signifikanzniveau auf o = 0.05 setzen. Rechne die Aufgabe mit o« = 0.05 noch
einmal durch!

4.3 Zur Bestimmung des Verwerfungsbereichs R

Im vorigen Abschnitt war die Hypothese Hy : p < 0.05 gegen die Alternative
Hy : p > 0.05 zu testen. Wir schauen uns noch einmal genau an, wie der Ver-
werfungsbereich R bestimmt wurde. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Testgréfie X
einen Wert im Verwerfungsbereich annimmt, obwohl Hy gilt, ist maximal

P(X()‘Og, S R) s

und diese Wahrscheinlichkeit darf das gegebene a = 0.01 nicht iiberschreiten. Wir
haben da ein ¢ = ®71(0.99) bestimmt, fiir dieses c ist also

c oo
D(c) = / ©(z)dz =0.99 und entsprechend / o(z)dz =0.01 .

— 00

Du musst jetzt klar vor Augen haben, was all das am Graphen von ¢ bedeutet, und
dir muss klar sein, dass der Graph von ¢ eine gute Naherung des Histogramms der
standardisierten Zufallsgrofle

_X-n

o

Z

zu X ist.

Schauen wir nun auf das Histogramm von X g5 selbst. Zu ¢ &~ 2.236 gehort der
Wert
g =co+ p=2.236v/1000 - 0.05 - 0.95 + 1000 - 0.05 =~ 66.265
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auf der Merkmalsachse von X o5. Der Graph von

f(””):i“”(x_”>= L -3(s5e)?

o 2ro

néhert das Histogramm von X g5 gut an, denn die Klotzchen des Histogramms
haben die Breite 1, und damit ist die Hohe des Klotzchens auf k gerade die Wahr-
scheinlichkeit P(X = k) = f(k). Schaue dir dazu die Abbildung 8 an.

Abbildung 8: Histogramm von X g5 und Graph von f fiir 0 < 2 < 100

Die Abbildung 9 zeigt uns die Graphen in der Nihe des Wertes g. Wir erkennen
daran zwei Dinge:
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Abbildung 9: Histogramm von X g5 und Graph von f fiir 63 < x < 70

e Der Wert g ~ 66.265 teilt das Késtchen auf dem x—Wert 66. Das Integral {iber
f von g bis Unendlich ergibt den Wert 0.01. Nehmen wir den Wert x = 66 noch
zu R hinzu, miissen wir damit rechnen, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit den
zuldssigen Wert 0.01 iiberschreitet. Deshalb diirfen wir R erst bei 67 beginnen
lassen: R = {67,68,...,1000}

e Die Giite der Naherung ist im betrachteten Bereich schon ziemlich mies,
deshalb sollte man sich nicht zu viele Gedanken machen. Als ambitionierter
Schiiler solltest du dir allerdings der Problematik bewusst sein.

5 Schiatzen: das Konfidenzintervall

5.1 Einfiihrung und Berechnung des Konfidenzintervalls

Eine Umfrage unter 200 zuféllig ausgewihlten Wahlberechtigten ergab, dass 80 von
ihnen die Spafipartei wihlen wollen. Wie gro8 mag der Anteil der Anhéinger der
SpaBpartei unter allen 10 Millionen Wahlberechtigten sein?
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Wer sicher sein will, kann nur sagen, dass es unter den 10 Millionen mindestens
80 Anhédnger und mindestens 120 Nichtwahler der Spafpartei gibt. Diese Aussage
ist garantiert wahr, aber vollig unbrauchbar.

Um zu einer interessanten Aussage zu kommen, geht man davon aus, dass das Er-
gebnis der Umfrage einigermafien typisch ist, genauer, dass es in der 95%-Umgebung
des Erwartungswertes liegt. Bei einer B(200, p)—verteilten Zufallsgréfie X,,, und als
solche konnen wir die Anzahl der Wahler der Spafipartei in der Umfrage ansehen,
heift das, dass der beobachtete Wert 80 in der ®~1(0.975)-1/200p(1 — p)-Umgebung
des Erwartungswertes p = 200p liegen soll. Man bestimmt nun alle p, fiir die dies
erfiillt ist. Sie bilden ein Intervall, man nennt es das 95% Konfidenzintervall zum
beobachteten Wert x. Es enthiilt den Wert 80/200, und man geht davon aus, dass
das berechnete Intervall das gesuchte wahre p iiberdeckt.

Die Grenzen des Intervalls erfiillen die Gleichung?

nptcy/np(l—p) ==z |, (11)

dabei ist z der beobachtete Wert, n = 200 und ¢ = ®~1(0.975). Jetzt ist eigentlich
nur noch eine quadratische Gleichung zu 16sen, aber auf dieser Aufgabe liegt schein-
bar ein alter Fluch: nur recht selten fithrt die Rechnung per Hand zum richtigen
Ergebnis. Ich fiihre die Rechnung hier vor, damit alles seine gute Ordnung habe.
Belaste dich nicht damit; wenn du den Ansatz eingesehen hast, kannst du ruhig zu
Gleichung 12 gehen.

Also nun die Rechnung: Wir bringen np auf die rechte Seite und quadrieren —
dabei verschwindet das + vor der Wurzel.
np(1 = p) = (¢ — np)?
Diese quadratische Gleichung fiir p 16sen wir wie iiblich.
AEnp — Enp? = 2% — 2npr + n?p?
0= (n?+c*n)p* — (¢*n + 2nx)p + 2°

5  Cn+2nz x?

0=p?—
p n2+62np n? +c2n

FEin n kénnen wir im Vorfaktor von p noch herauskiirzen:

5 242z x?

n+02p n2+c2n

2Eigentlich muss ja noch das ganze Klétzchen auf x im Intervall [ — co; i+ co] liegen. Deshalb
hat Jonathan im Grunde recht, wenn er das maximale zulédssige p mit dem Ansatz

1
np—c np(l—p):ac—i

und das minimale p mit dem Ansatz

1
np +c np(l—p):fc+5

berechnen will.
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Nun koénnen wir die Losung hinschreiben:

P+ 2 n 2+ 2z 2_ x2
b= 2(n+c?) 2(n+c?) n(n + c2)
2+ 2z (2 +2x)2  4a?(n+ ?)
2(n + c2) dn+c2)?  4dn(n+ c?)?

c2+2x:t\/c4+4c2x+4x2_4x2_#
2(n+ ¢?)

c2+2x:tc\/02+4x—%

2(n+ ¢?)

Damit haben wir unser Ergebnis! Das Konfidenzintervall hat die Grenzen:

A +2r+c 02+4x—%
2(n+ ¢?)

p= (12)

Die Umfragewerte der SpaBpartei liefern das Intervall [0.3346,0.4692] fiir den
Wiihleranteil in der Gesamtbevolkerung; Jonathans Intervall wire [0.3369, 0.4667].

Es ist nicht anzunehmen, dass der Vorstand der Spafipartei mit dem Ergebnis
zufrieden wiire; der Durchmesser des Intervalls ist viel zu grofS. Will man ihn kleiner
haben, muss man mehr Leute befragen, also das n vergrofiern. Sagen wir, der Vor-
stand will den Wéhleranteil auf 41% wissen, er verlangt also ein Konfidenzintervall,
dessen Durchmesser hochstens d = 0.02 ist. Bezeichnen wir die Grenzen des Kon-
fidenzintervalls mit p, und p,, ist der Durchmesser b des entsprechenden Intervalls
auf der Merkmalsachse gegeben durch

b= c\/npu(l —pu) t c\/npo(l —Po) = cvn (\/pu(l —Ppu) + \/p0(1 - pn))

Wie wir wissen, ist durch y = /p(1 — p) ein Halbkreis mit Mittelpunkt (3|0)
und Radius % gegeben. Folglich ist stets

Vili=p <3 (13)

und daraus ergibt sich

1

b=cvn (\/pu(l —pu) + VDol —po)) <ecvn <; + 2> =cyn .

Wenn wir n so wihlen, dass ¢y/n < d = 0.02 ist, ist erst recht der Durchmesser b
des Konfidenzintervalls kleiner oder gleich 0.02. Dies liefert fiir n die Bedingung

2 2 N 1.962

> < = ~ — 9604 .
BT 02 T ooz oY

Das ist eine sehr grofle Zahl, Umfragen dieses Umfangs sind meines Wissens nicht
iiblich. Wenn du nun vermutest, dass viele Werte in den zahlreichen Zeitungsmel-
dungen, dass soundsoviel Prozent der Bevolkerung fiir oder gegen dieses oder jenes
sei, nicht sehr verlisslich sind, werde ich deiner Skepsis nicht entgegentreten. Die
Zahlen als . frei erfunden“ zu bezeichnen, wire wohl zu viel gesagt; fiir bare Miinze
sollte man sie aber nicht nehmen.
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Aufgabe Die PQR-Partei krebste bei den letzten Wahlen so um die 7% Wiéhler-
anteil. Nun steht die nidchste Wahl vor der Tiir. Bei einer aktuellen Umfrage fanden
sich unter 400 Wahlberechtigten 30 Wahler der PQR—Partei. Werte die Umfrage aus
und trage dem Parteivorstand dein Ergebnis vor. Der Vorstand erwartet auch eine
Empfehlung, ob eine weitere Umfrage in Auftrag gegeben werden soll und welchen
Umfang sie gegebenenfalls haben sollte.

5.2 Vertiefende Betrachtung des Konfidenzintervalls

Schauen wir uns noch einmal das Einfiihrungsbeispiel an: Unter 200 Befragten fan-
den sich 80 Anhéinger der Spafipartei, und daraus ergab sich als 95%—Konfidenzinter-
vall fiir den Anteil p der Anhénger der Spafipartei in der wahlberechtigten Bevolke-
rung das Intervall [0.3369,0.4667]. Man ist versucht zu sagen, mit der Wahrschein-
lichkeit 95% liege p in diesem Intervall, aber das ist grober Blédsinn. Natiirlich
kann man sehr oft ein Konfidenzintervall bestimmen: man muss dann jeweils eine
Umfrage machen und zum Umfrageergebnis das Konfidenzintervall bestimmen. Das
gibt so viele Konfidenzintervalle, wie man Umfragen gemacht hat, und etwa 95%
dieser Intervalle iiberdeckten das wahre p, das der Umfrage zugrunde liegt. Nicht
das p ist Ergebnis eines Zufallsversuchs, sondern das Intervall.

Sebastian hat eine Simulation geschrieben, die zu B(n, p)—verteiltem X sehr oft
einen Wert auslost, zu diesem Wert das 95%—Konfidenzintervall ausrechnet und
feststellt, ob das Intervall das wahre p iiberdeckt, und in der Tat lag der Anteil der
guten Intervalle etwa bei 95%. Mehr kann man eigentlich nicht sagen: Das konkrete
vorliegende Konfidenzintervall ist mit einer Maschine bestimmt, die im Mittel 95%
gute Intervalle liefert. Es enthélt gerade die p—Werte, bei denen der beobachtete
Wert noch in der 95%—Umgebung von p liegt, und die Annahme, dass bei dem
Versuch ein Wert aus der 95%-Umgebung des Erwartungswertes ausgelost wurde,
ist eben nur in 95% der Félle wahr. Das klingt kompliziert, aber einfacher geht es
nicht, wenn man redlich bleiben will.

6 Stetige Zufallsgrofien

6.1 Einfiihrendes Beispiel: radioaktiver Zerfall

Wir denken uns eine sehr grofie Anzahl N Teilchen einer radioaktiven Substanz.
Wie du weif}t, ist nach einer gewissen Zeit, der vom Stoff abhéngigen Halbwertszeit,
die Hilfte der Teilchen zerfallen. Wenn wir die Zeit ¢ in Halbwertzeiten messen,
betriagt die Anzahl der Teilchen zum Zeitpunkt ¢ > 0

at)=N-27" . (14)

Der Graph der Funktion a ist in Abbildung 10 dargestellt.

Wir markieren eines der Teilchen und bezeichnen den Zeitpunkt, zu dem es
zerfillt, mit T. Meines Wissens kann niemand den Zerfallszeitpunkt zuverléssig
vorhersagen, wir haben es mit einer Zufallsgrofle zu tun. Unser T kann jeden Wert
t > 0 annehmen, und fiir jedes t ist, wie wir uns iiberlegt haben P(T = t) = 0. Das
ist seltsam; dass P(T =t) = 0 ist, bedeutet ja nicht, dass der Zerfall nicht zu eben
diesem Zeitpunkt ¢ erfolgen kann. Die Zufallsgrofie T' ist von einer fiir uns neuen
Art, man nennt sie stetig.

Zum Zeitpunkt ¢ sind schon N — N - 27t = N(1 — 27%) Teilchen zerfallen. Die
Wahrscheinlichkeit P(T' < t), dass unser markiertes Teilchen eines davon ist, ist
demnach
N(1—271

F(t) = P(T <) = ——

=1-27",
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Abbildung 10: Anzahl a(t) = N - 27! radioaktiver Teilchen nach ¢ Halbwertzeiten

die Abbildung 11 zeigt den Graphen.

y 1.0

057

Abbildung 11: Graph der Verteilungsfunktion F'(t) = P(T <t)=1—2""von T

Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Teilchen im Zeitintervall [a,b] zerfillt, ist
dann?
Pla<T<b)=PT<b)—P(T<a)=F(0b)—F(a) . (15)

Wir wollen nach dem Erwartungswert von T fragen, also nach mittleren Le-
bensdauer eines Teilchens. Unsere alte Setzung Y zP(X = x) versagt hier, weil
P(T =t) = 0 ist und weil wir die reellen Zahlen nicht der Reihe nach aufzihlen
konnen. Nun ist

Pla<T<b)=F()— F(a)=F'(2)(b—a)
fiir ein z € [a,b], das ist dir ja noch vertraut; die Funktion f(¢) := F’(¢) heifit
Dichtefunktion von T'.

Der Beitrag eines sehr kleinen Intervalls [a,b] zum Erwartungswert ist dann
gegeben durch

2f(2)(b - a)

fiir ein z € [a, b]. Der Beitrag des Intervalls [0, b] ist dann von der Art

Ztkf(tk)At )
k=1

dabei wurde [0, b] in n Teile eingeteilt und ¢, geeignet im k—ten Teilintervall gewéhlt.
Die Summe ist offensichtlich eine Riemannsche Summe fiir

/Obtf(t)dt .

3Eigentlich miisste es P(T < b) — P(T < a) heifien, aber P(T = a) ist ja = 0.
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Nach diesen Uberlegungen wird dir die folgende Definition einleuchten:

8 Definition

Es sei T eine stetige Zufallsgrofe mit Verteilungsfunktion F(t) = P(T < t) und
Dichtefunktion f(t) = F'(t). Dann sind Erwartungswert und Varianz von T definiert
durch

oo

E(T) = /:)O tf(t)dt und V(T) ::[ (t— E(T))*f(t)dt ,

falls diese Integrale existieren.

Fiir unser Teilchen haben wir E(T') =
1.44 Halbwertzeiten.

—111%2) ausgerechnet, es lebt also im Mittel

Die Dichtefunktion f hat die schone Eigenschaft, dass
b
Pla<T <b) = / (1) dt (16)
ist.

6.2 Normalverteilte Zufallsgréfien
9 Definition
Eine stetig verteilte Zufallsgrofie mit der Dichtefunktion

1

2ro

zu)?

1
2\ o

e

fz) =

heifit normalverteilt mit dem Erwartungswert p € R und der Standardabweichung
o > 0. Die Verteilungsfunktion von X ist

F(x)_/;f(t)dt_cp(x(j“)

Natiirlich muss man nachrechnen, dass das auch alles in sich stimmig ist, was ich in
dieser Definition notiert habe, aber das ist kein grofles Problem; man braucht etwas
Integralrechnung.

Die Normalverteilung ist unglaublich wichtig, du wirst noch mehr dazu erfahren.
Im Prinzip kennst du sie schon: Das Histogramm einer binomialverteilten Zufalls-
grofe X mit den Parametern n und p wird fiir nicht zu kleine npq gut durch die
Dichtefunktion f mit 4 = np und o = \/np(1 — p) angenéhert; das ist der lokale
Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace.

7 Der Zentrale Grenzwertsatz

7.1 Der Satz

Dieser Satz ist, so ein Kenner, das schonste Ergebnis der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie.* Nun, seht selbst.

4Johann Pfanzagl, Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin — New York 1988, Seite 183.
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10 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)
Es sei X eine Zufallsgrofe mit Erwartungswert y = E(X) und Varianz V(X), und
es seien X1, Xo, ..., X, unabhingige Kopien von X. Wir setzen

S=X1+Xo+ 4+ Xn=) Xy
k=1

Dann gilt
s — E(S))

P(S<s)z<1>< 79)

Wir schauen uns einige Beispiele an.

Beispiel 1 Es sei X die Anzahl der Erfolge bei einem einfachen Bernoulliversuch,
also P(X = 1) = pund P(X = 0) = 1 — p. Wir fithren diesen Versuch n—mal
unabhéngig durch, und fir k = 1,2,...,n sei X die Anzahl der Erfolge bei der k—
ten Durchfiihrung. Die Zufallsgrofie S := X7+ X5+ - -4+ X, gibt dann die Anzahl der
Erfolge insgesamt an. Die Summenregeln fiir Erwartungswert und Varianz ergeben
E(S) = np und V(S) = np(1 — p). Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist nun

P(S < 5)~ (P)
np(l —p)

Du erkennst unschwer die integrale Naherungsformel von de Moivre und Laplace.
Fiir s = k € Z verwenden wir sie in der Form

P(S < k)~ (kj_mﬂ'é>
np(l —p)

das liefert einen besseren Niherungswert als der Zentrale Grenzwertsatz.

Beispiel 2 Was passiert, wenn man einen Wiirfel n—mal wirft und die Summe
S der Augenzahlen bildet, haben wir uns mit Hilfe von MuPAD angeschaut. Es
zeigte sich, dass das Histogramm von S recht schnell die Form einer Glockenkurve
annahm, also die Form der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsgrofie, und
dann ist es kein Wunder, dass man P(S < s) mit Hilfe von ® ausrechnen kann. Dies
funktionierte auch, wenn man statt eines Wiirfels einen Legostein warf.

7.2 Konkretes Beispiel: Legoklotz

Auf der Seite 48 unseres Buches ist ein besonderer Wiirfel beschrieben: die Flichen
eines Legoklotzes sind mit den Zahlen von 1 bis 6 bezeichnet. Wir stellen uns vor,
dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsgrofie X: ,mit dem Klotz geworfene
Augenzahl® durch diese Matrix gegeben ist:
( 1 2 3 4 5 6 )
54 7 235 143 7 = 54
500 500 500 500 500 500
Abbildung 12 (oben) zeigt das Histogramm, es sieht recht unregelméfig aus.

Wir bilden nun fiir n unabhéingige Kopien von X die Zufallsgrofie

S, = ZXk )
k=1

Praktisch wirft man den Legoklotz n—mal und addiert die geworfenen Augenzahlen,
die Summe ist der Wert von .S. Die Abbildung 12 zeigt Histogramme der standardi-
sierten Zufallsgréflen zu Sy, zu Sy, zu Sg und zu Sig, jeweils mit dem Graphen der
Gaufifunktion . Man sieht, wie sie sich die Histogramme der Gauflkurve annéhern,
wie es der Zentrale Grenzwertsatz sagt.
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Abbildung 12: Histogramme von X und der standardisierten Zufallsgroflen zu So,
S4, Sg und S16
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Klausur Nr. 4 am 19. Mai 2010

. Es sei X, eine B(1000, p)-verteilte Zufallsgrofie.

(a) Berechne P(Xg 3 < 295), P(Xo3 > 310), P(Xo,3 = 300) und schliefilich
P(Xo,001 = 0) (pass auf!).

(b) Du hast gerade die Ndherungsformeln von de Moivre und Laplace ver-
wandt. Erklare mit Hilfe einer Skizze und mit ein paar Worten, wie das
lauft (die Idee, nicht wie man die Zahlen einsetzt!). Warum hast du beim
letzten Term nicht mit der Niherung gearbeitet?

. Am Gymnasium in Birkenkamp soll eine Mensa gebaut werden. Nun ist die
Frage, wie viele Schiiler denn wohl da essen werden, wenn sie fertig ist. Man
konnte eine Befragung der gesamten Schiilerschaft durchfiihren, aber das wire
zu einfach. Statt dessen soll im Sinne des Schulprogramms ein Mathematikkurs
eine Umfrage planen und auswerten, Projekte sind ja immer gut. Es soll jeder
10. der 1200 Schiiler befragt werden.

(a) Es gilt zunéchst, die zu befragenden Schiiler auszuwihlen. Dem Kurs
liegen folgende Vorschlige aus dem Mensabauausschuss vor:

e die ganze Stufe 5,
e spontane Interviews am Busbahnhof, bis man 120 beisammen hat,
e jeder 10. in der alphabetischen Liste aller Schiiler.

Was sollte man machen?

(b) Endlich ist die Befragung durchgefiihrt: 14 der befragten 120 Schiiler
gaben an, in der Mensa essen zu wollen. Schiiler J.-U. nimmt seinen
Taschenrechner und bildet

1 14 106
— (14£1 “4/120 — - —
120 ( , 96 0 120 120)

Was macht der denn da?? Schreib’ was Gescheites!

(¢) S. hat eine vornehme MuPAD-Routine, die spuckt ihm das Konfidenz-
intervall aus: [0.07399734968,0.1814560128]. Na bitte. Berechne J.—U.s
Werte, vergleiche und kommentiere.

(d) Schiiler *, der immer nur die Hélfte mitkriegt, sté8t dich mit dem Ell-
bogen an und fragt, was das Konfidenzintervall iiberhaupt ist. Gib ihm
Auskunft. Der Umfang soll im Rahmen dessen liegen, was du dem Nach-
barn wihrend des Unterrichts sagen kannst.

(e) Der nachdenkliche und etwas griiblerische E. hat einen Einwand zu der
ganzen Sache, und den triagt er jetzt vor: Wenn es in der gesamten
Schiilerschaft 100 Mensagéinger gibt, dann ist doch P(X = 101) =
P(X =102) =--- = P(X = 120) = 0. Das binomialverteilte X, mit dem
der Apparat arbeitet, kann doch hier eigentlich nicht passen. M. hort ihm
gut zu, denkt nach und berechnet P(X > 100) fiir B(120, 5% )—verteiltes
X. Was bekommt M. heraus, und was hat das mit E.s Einwand zu tun?

Kommentiere.

(f) Formuliere das Ergebnis der Untersuchung fiir den Mensabauausschuss.
Ein heikler Punkt dabei ist die Bedeutung des gewéhlten Signifikanz-
niveaus. Gib dir Miihe, so zu formulieren, dass du nicht verbreitete
Missverstandnisse forderst.
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3. Ein Krauterweiblein hat eine neue Salbe angeriihrt, die besser sein soll als ihre
alte Salbe. Nun ist sie im Zweifel, ob sie auf die neue Salbe umsteigen soll,
denn dann kann sie einen betréchtlichen Teil der im letzten Jahr gesammelten
Kriuter nicht mehr verwenden. Die alte Salbe half in 80% der Fille; die neue
Salbe brachte 63 von den 70 Patienten Linderung, bei denen sie ausprobiert
wurde. Konstruiere einen ordentlichen Test und gib dem Weiblein anhand
dieses Tests eine Empfehlung, was sie tun soll. Natiirlich wird das Krauter-
weiblein nur deine Empfehlung anhoéren, aber ich lese deine Durchfithrung.
Schreibe das also ordentlich auf.

4. Es sei T der Zeitpunkt, zu dem eine Seifenblase zerplatzt, die zur Zeit ¢t = 0
erzeugt wurde. Die Dichtefunktion von T ist:

0 fiir t <0
ft)=q3— &t fir0<t<4
0 fir4 <t

Gib P(T = 1) an, berechne P(T > 2) und den Erwartungswert E(T).

5. Hinz schldgt Kunz ein Spiel vor. Die beiden wiirfeln abwechselnd, Kunz fangt
an. Bei einer 6 gewinnt Kunz. Da Hinz als zweiter Spieler im Nachteil ist, will
er gewinnen, wenn er eine 1 oder 2 wirft.

(a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass das Spiel den folgenden Verlauf
nimmt: Kunz gewinnt das Spiel mit seinem zweiten Wurf.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Hinz, mit welcher Kunz?

(¢) ,Wenn ich 100-mal wiirfle und die geworfenen Augenzahlen addiere, be-
komme ich im Mittel die Augensumme 350“, sagt Kunz zu Hinz. ,Kann
ich denn zuversichtlich sein, dass ich mindestens die Augensumme 330
bekomme?“ Hinz antwortet: ,Du kannst die Wahrscheinlichkeit, dass
die Augensumme kleiner als 330 ist, mit dem Zentralen Grenzwertsatz
ausrechnen. Die Varianz der Augenzahl bei einem Wurf ist % «
Gib eine Formel fiir die % an, den Wert kannst du aber glauben, ebenso
wie die 350 in Kunzens Aussage. Berechne dann die Wahrscheinlichkeit,
die Kunz wissen will. Wenn du die Gleichung des Zentralen Grenzwert-

satzes nicht mehr zur Hand hast: Fir S = X7 + Xo + -+ + X, ist

P(S<s)~® (S_E<S)>
V()

Die Bedeutung der Variablen musst du allerdings wissen.

9 Poissonverteilte Zufallsgrofien

Wer in dieser Jahreszeit seinen Hund auf dem Geldnde des Ludwig—Steil-Hofes
spazieren fiihrt, muss damit rechnen, dass der Hund Zecken mit nach Hause bringt,
und zwar, sagen wir, im Mittel zwei Stiick je Spaziergang. Manchmal sind es mehr,
manchmal weniger, im Mittel eben zwei Stiick. Wenn die Anzahl der Zecken vom
Zufall abhéngt, haben wir es mit einer Zufallsgrofie X zu tun, und wir kénnen nach
der Wahrscheinlichkeitsfunktion k — P(X = k) fragen.

Wir schauen uns in unserer Werkzeugkiste um: unser bestes Werkzeug sind Ber-
noulliketten, und die helfen uns auch hier weiter. Ein Bernoulliversuch darf nur
zwei Ausgéinge haben, hier dann , Zecke“ oder ,keine Zecke®, das ist natiirlich ein
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Problem. Aber es lidsst sich 16sen: Wir unterteilen den ganzen Spaziergang in n
gleichwertige Teilstiicke und fragen, ob der Hund auf dem i—ten Teilstiick eine Zecke
eingefangen hat — das ist der Erfolg, X; = 1 — oder nicht, das ist der Misserfolg.
Wie iiblich ist dann X = X; + X5 + - - - + X, binomialverteilt.

Du siehst natiirlich sofort das Problem: unser X ist die Anzahl der Teilstiicke des
Weges mit Zeckenangriff. Ob der Hund sich auf dem i—ten Teilstiick des Spaziergangs
eine, zwei oder noch mehr Zecken eingefangen hat, unterscheidet unser Modell nicht.
Aber das kriegen wir in den Griff, indem wir n so grof3 machen, dass wir diesen Fall
aufler Acht lassen konnen.

Wenn die Erfolgswahrscheinlichkeit p ist, bekommen wir im Mittel np Teilstiicke
mit Zeckenangriff; folglich muss A = np oder p = % sein, damit der Hund im Mittel
A Zecken einfiangt.

Es sei also n grof. Wir bilden P(X = k) und lassen n schlielich sogar, zu Chri-
stians Erheiterung, wieder gegen Unendlich laufen, um zur echten Poissonverteilung

zu kommen:
n n—

:n.(n—l)..}c.!.(n_k_H) (2>k<12>nk

\F n n-1 n—k+1 (IA)n_k
n

3
>
[

=
|

=2];-1-(1_;>.....(l_k;1>_(1_2>"—’“

Schauen wir uns an, wie sich die Faktoren verhalten, wenn n gegen Unendlich lduft.
Der erste Faktor ist fest. Jeder der k Faktoren der Form 1 — % strebt gegen 1,
die kénnen wir vergessen. Natiirlich strebt auch 1 — % gegen 1, aber gleichzeitig
wéchst die Anzahl dieser Faktoren, und es ist iberhaupt nicht leicht zu sagen, wer
sich durchsetzt. Als Grenzwert fiir n gegen Unendlich konnte zwischen 0 und 1 so
ziemlich alles herauskommen. — Nun, wie Dominik und Henrich euch gelegentlich

vorrechnen werden, gilt
n—k
()

n

und das héttest du vermutlich nicht erraten. Aber wir sind jetzt am Ziel:

11 Definition

Es sei A > 0. Eine Zufallsgréfe X heifit Poissonverteilt mit Parameter A\, wenn gilt
Ak —\

Dass die Summe iiber alle P(X = k) auch genau 1 ergibt, dass E(X) = A und

ebenfalls V(X) = A ist, wird euch Jens gelegentlich vorrechnen. Und mit wievielen

Zecken der Hund rechnen muss, siehst du in Abbildung 13 auf Seite 30.

fiirk=0,1,2,3,....

10 Simulation radioaktiven Zerfalls

Wir betreiben Stochastik als mathematische Theorie, mit Experimenten geben wir
uns praktisch nicht ab. Immerhin lassen wir gelegentlich den Rechner Werte von
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Abbildung 13: Zeckenbefall — Poissonverteilung mit Parameter A\ = 2

Zufallsversuchen auslosen. Das macht ein ausgewiesener Experte fiir uns, aber du
solltest dich nicht zuriicklehnen, Sebastian machen lassen und ein paar Dateien
abspeichern, sondern dich selbst auch ein wenig kundig machen.

Der MuPAD-Befehl
random() ()

fiihrt zur Ausgabe einer zwolfziffrigen Zahl, einer Pseudozufallszahl. MuPAD rech-
net diese Zahlen aus, von Zufall kann {iberhaupt keine Rede sein, aber eine Folge
dieser Zahlen sieht regellos aus. Braucht man eine Zahl zwischen 1 und 6, will man
also Wiirfeln simulieren, benutzt man

random(1..6) () ,
und braucht man eine in einem Intervall [a, b] zufiillig gewéhlte reelle Zahl, hilft

a+random() () *(b-a)/10"12 .

Es sei nun T stetig verteilte Zufallsgroe mit Verteilungsfunktion

PTst)=F(t) = 1—et firz>0

{0 fiir t <0

— es handelt sich um den Zerfallszeitpunkt eines radioaktiven Teilchens®. Die Dich-
tefunktion von T"ist f(t) = F’(t) = e~ ! fiir ¢t > 0. Der Graph von f sieht iiberhaupt
nicht wie eine Gauflkurve aus, nach dem Zentralen Grenzwertsatz soll aber eine
Summe unabhéngiger Kopien von T" annéhernd normalverteilt sein. Sebastian hat-
te den Auftrag, dies mit Hilfe einer Simulation zu verdeutlichen.

Um den Auftrag auszufithren, musste er mehrere Kunststiicke vollbringen. Zu-
néchst einmal musste er Werte von T auslosen, aber die liegen irgendwo auf der
reellen Achse rechts von 0. Dies machte er so, dass er eine Zufallszahl z € [0;1]
ausloste® und t = F~1(z) als ausgelosten t~Wert nahm; dabei ist F~! die Umkehr-
funktion von F. Um nun einen Wert s von

k=1

zu bekommen, musste er n T—Werte auslosen und addieren. Von diesen S—Werten
brauchte er sehr viele. Dann musste er die ausgelosten S—Werte in angemessener

5Siehe Seite 22
6Eine zufillig gewihlte Zahl in [0; 1] bekommt man am bequemsten mit dem Befehl frandom(),
den hat Marcel entdeckt.
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Weise graphisch darstellen und in die Darstellung die annédhernde Gaufkurve ein-
zeichnen, deren Parameter aber auch erst noch berechnet werden mussten. All dies
hat er sehr schon erledigt, seine Datei simgwshist.mn hast du ja erhalten. Die fol-
genden beiden Bilder sind mit seiner Datei erstellt.

y A

0.9
08T
07
0.6
05
0.4
03]
0.2

0.1

0.0 - f { t -+ -+ t t t t —

Abbildung 14: 5000 ausgeloste T—Werte

Im ersten Bild sind 5000 ausgeloste T—Werte graphisch dargestellt. Das Histo-
gramm sieht natiirlich nicht aus wie eine Gauflkurve, sondern wie die Dichtefunktion
einer exponentialverteilten Zufallsgrofle. So soll es ja auch sein. Im néchsten Bild
dann hat Sebastian 5000 Werte von S5¢ berechnet und verarbeitet. Dazu muss-
ten 5000—mal jeweils 50 T—Werte ausgelost und aufaddiert werden. Dieses Histo-
gramm wird schon ganz gut durch die eingezeichnete Gaufikurve angenéhert, wie es
der Zentrale Grenzwertsatz in Aussicht stellt. Wenn du Sebastians Programm mit
wachsenden n—Werten laufen lésst, siehst du sehr schon, wie die Histogramme ihrer
GauBkurve immer dhnlicher werden. Mache das ruhig, wenn es wieder regnet.

0.04 \

0.03
0.02

0.01

0.00 ‘ : : ; ‘ -

Abbildung 15: 5000 ausgeloste Werte von Sgsq = 220:1 Ty

11 Klausur Nr. 4 (Nachschreibversion) vom 22.
Juni 2010

1. Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit Dichtefunktion f. Dabei ist f(z) = 322
fir —1 <z <1 und f(x) = 0 sonst.
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(a) Zeichne den Graphen von f und begriinde, dass E(X) = 0 ist.
(b

)

) Bestimme die Verteilungsfunktion F'.

(¢) Berechne die Varianz von X. [Zwischenergebnis: V(X)) = §]
)

5
(d) Essei S =X; + Xo+ -+ X100 Summe unabhéingiger Kopien von X.
Bestimme E(S) und V(5).

(e) Berechne P(—10 < S < 10).

2. Es sei T der Zerfallszeitpunkt eines zufillig gewahlten Teilchens einer radio-
aktiven Substanz. Die Dichtefunktion von T ist die Funktion f mit

0 firt<o0
t) = -
1) {e_t fiirt >0

Berechne den Erwartungswert von T, P(T > 2) und die Halbwertszeit der
Substanz.

3. Wir besuchen die bekannte Fabrik fiir Plastikflaschen. Eine als erste Wahl
verkaufte Partie darf héchstens 5% Ausschuss enthalten; enthélt sie mehr als
5% Ausschuss, darf sie nur noch als zweite Wahl mit Preisabschlag verkauft
werden. Wird eine gute Partie mit Preisabschlag verkauft, entsteht dem Her-
steller ein Verlust. Wird eine schlechte Partie als erste Wahl verkauft, riskiert
der Hersteller das Vertrauen seiner Kunden, deshalb darf das nur selten vor-
kommen. Die Entscheidung, ob eine Lieferung erste oder zweite Wahl ist, soll
mit Hilfe eines Tests mit o = 0,025 getroffen werden. Es werden 100 Flaschen
untersucht. Konstruiere einen geeigneten Test und berechne die Wahrschein-
lichkeiten p;, dass eine Lieferung mit 2% Ausschuss als zweite Wahl eingestuft
wird, und p9, dass eine Lieferung mit 10% Ausschuss als erste Wahl eingestuft
wird.

4. Die Auszdhlung der bis zum 18. Juni in unserem Kurs angefallenen Fehlstun-
den ergab in etwa dieses Ergebnis:

gefehlte Doppelstunden ‘ 0 ‘ 1 ‘
6

[4]5]6
Anzahl der Schiiler ‘ ‘ 12 ‘ 2

Mag ja sein, dass die Anzahl der Doppelstunden, die ein Schiiler des Kurses
fehlt, nur vom Zufall abhangt! Wir vergleichen die erhobenen Daten mit dem,
was zu erwarten wire, wenn die Anzahl der gefehlten Doppelstunden eines
zufillig gewahlten Schiilers des Kurses eine poissonverteilte Zufallsgrofie X

2131415
212|113

mit Parameter A = % wiire’.
(a) Wie kommt man auf den angegebenen Wert von A 7
(b) Berechne P(X = k) fiir k=0,1,2,...,6.

)
)
¢) Zeichne das Histogramm von X fiir den Bereich 0 < k < 6.
) Wie grof} ist P(X > 6) , und warum frage ich danach?

)

Stelle die Tabellenwerte graphisch so dar, dass ein Vergleich mit dem
Histogramm von X moglich ist, und tue deine Meinung kund, ob die
Annahme einer Poissonverteilung verniinftig ist. Harte Fakten konntest
du erst liefern, wenn Jonathan sein Referat schon gehalten hétte. Im
Prinzip kannst du hier nur ein wenig herumschwadronieren, also tue dir
keinen Zwang an. Es sollte allerdings gefillig sein, was du aufschreibst.

"Im Buch wird dieser Wert mit u bezeichnet.
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5. Beschreibe den Zufallsversuch, der zum Bertrandschen Paradoxon fithrt, und
erldutere, worin das Problem bei diesem Versuch besteht.

6. Es soll ein Punkt der Einheitskreisscheibe zufillig gewahlt werden Kunz re-
gelt das so: Er betrachtet das Rechteck mit der Breite 27 und der Hohe 1.
Dann wihlt er zufillig eine Zahl ¢ € [0; 27r] und zufiillig eine Zahl r € [0,1],
so erhilt er einen zufillig gewdhlten Punkt (¢,7) des Rechtecks. Sein ausgelo-
ster Punkt der Kreisscheibe ist dann der Punkt Q(r cos(¢);rsin(t)). Zeichne
Kreis und Rechteck, markiere die folgenden Punktmengen im Rechteck und die
zugehorigen Punktmengen im Einheitskreis und gib jeweils die Wahrschein-
lickeit an, dass ein Punkt diesr Menge ausgelost wird. Stelle sicher, dass dein
Taschenrechner auf Bogenmaf} steht!

(a
(b

(c
(d

Der Punkt mit r = % und ¢t = 1.

Ein Punkt mit ¢ = 7, r € [0;1] beliebig.

Ein Punkt mit r € [0; 3], ¢ € [0, 2] beliebig.

Ein Punkt mit r € [0, 1] beliebig, ¢ € [r, 37] beliebig.

NN N N

Meinst du, dass diese Konstruktion einen zufillig gewédhlten Punkt der Kreis-
scheibe liefert?

12 Das Bertrandsche Paradoxon

Gegeben sei der Einheitskreis mit einbeschriebenem gleichseitigen Dreieck. Gesucht
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewédhlte Sehne des Kreises langer ist
als die Seite des Dreiecks.

Diese Aufgabe wurde von Joseph Bertrand gestellt, einem franzosischen Mathe-
matiker des 19. Jahrhunderts. Ihr habt schnell eine Lésung gefunden: Man kann
den Kreis mit dem Dreieck immer so drehen, dass ein Endpunkt der Sehne ein Eck-
punkt des Dreiecks ist. Die beiden anderen Punkte teilen den Kreisbogen in drei
Stiicke gleicher Lange. Liegt der andere Endpunkt der Sehne auf dem Bogen zwi-
schen den beiden anderen Punkten, ist die Sehne ldnger als die Dreieckseite, sonst
ist sie kiirzer oder genau so lang wie die Dreiecksseite. Demnach wére die gesuchte
Wahrscheinlichkeit %, die Aufgabe wire gelost.

Waire dies die ganze Wahrheit, héiitte die Aufgabe nicht diesen Bekanntheitsgrad
erreicht. Die zentrale Einsicht, die das Problem vermittelt, ist, dass man mit grofler
Vorsicht zu Werke gehen muss, wenn man von einem ,,zuféillig gewéhlten“ Objekt
spricht. Gemeint ist damit immer eine Art Gleichverteilung. Es soll ein w € €2 so
gewihlt werden, dass fiir jedes Ereignis A C Q)

_ A

P& =g
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gilt. Fiir endliches €2 haben wir von einem Laplaceversuch gesprochen. Das ) wére
hier die Menge aller Sehnen des Kreises, und das ist eine recht uniibersichtliche
Angelegenheit.

Abbildung 16: 300 mit Marcels Programm ,zufiillig gewdhlten“ Sehnen im Ein-
heitskreis

Man muss die Menge aller Sehnen irgendwie so parametrisieren, dass man die
Auswahl organisieren kann. Wir diskutieren nun einige Moglichkeiten, wie diese
Parametrisierung geschehen kann.

Modell 1 Wir wihlen zwei Punkte A und B der Kreislinie zufillig. Die Ver-
bindungsstrecke AB ist dann die ausgeloste Sehne. Technisch geht das so, dass
wir zwei Zahlen v und v in [0, 27] zufillig wihlen und A = (cos(u)|sin(u)) und
B = (cos(v)|sin(v)) setzen. Zu jeder Sehne gehort also genau ein Punkt (u,v) eines
Quadrates mit der Kantenlinge 27, du denkst am besten an das Quadrat mit den
Eckpunkten (0]0), (27]0), (27|27) und (0]27) im wv—System. Abbildung 17 zeigt
das Quadrat (verkleinert) mit einem Punkt sowie den Kreis mit der Sehne, die zu
dem Punkt gehort.

Abbildung 17: Parametrisierung nach Modell 1

Man iiberlegt sich, dass zu den langen Sehnen genau die Punkte in dem schraf-
fierten Gebiet gehéren (siche Abbildung 18); dieses Gebiet enthélt gerade 3 der
Flache des Quadrats. Die Wahrscheinlichkeit, eine lange Sehne auszulosen, ist folg-
lich % Wir erhalten den gleichen Wert fiir die Wahrscheinlichkeit wie beim ersten
Ansatz, bei dem wir einen Kreispunkt als Sehnenanfang festhielten und nur den
zweiten Kreispunkt als Sehnenendpunkt zufillig wihlten.

Modell 2 Jede Sehne ist schon durch ihren Mittelpunkt eindeutig festgelegt:
Es sei C # M(0|0) ein Punkt der Einheitskreisscheibe. Es gibt eine und nur eine
Sehne, die C' als Mittelpunkt hat. Man findet sie, indem man in C' die Senkrech-
te auf der Strecke M C' errichtet. Sieht man von den Durchmessern ab, kann man
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Abbildung 18: Menge der Punkte zu langen Sehnen in Modell 1

die Menge der Sehnen des Einheitskreises durch die Menge der Punkte # M der
Einheitskreisscheibe parametrisieren. Wir losen nun einen Punkt C' # M der Ein-
heitskreisscheibe aus und betrachten die Sehne als ausgelost, deren Mittelpunkt C'
ist. Zu langen Sehnen gehoren die Punkte im Innern des Kreises um M mit dem
Radius % Die Wahrscheinlichkeit, dass eine solche lange Sehne ausgelost wird, ist
folglich

m(3) _1

w12 4’
und das vertrigt sich nicht mit dem Ergebnis aus Modell 1. Aber das mag ja daran
liegen, dass wir die Durchmesser weggelassen haben?!

Modell 3 Wir wihlen einen festen Radius des Einheitskreises, zum Beispiel die
Verbindungsstrecke der Punkte M und P(0[1). Jede Sehne kénnen wir so drehen,
dass ihr Mittelpunkt auf diesem festen Radius zu liegen kommt, deshalb kénnten wir
doch stellvertretend fiir alle Sehnen nur die betrachten, deren Mittelpunkt auf dem
festen Radius liegt, und aus denen eine zufillig wiahlen. Wir wihlen also einen Punkt
C auf MP zufillig und betrachten die Sehne als ausgelost, die C' als Mittelpunkt
hat. Die Wahrscheinlichkeit, eine lange Sehne auszulosen, ist dann %

Fazit: Wir miissen die Redeweise von der zufillig gewdhlten Sehne aufgeben. Ein
Zufallsversuch ist erst dann gegeben, wenn prézise beschrieben ist, wie er durch-
gefithrt wird.

Aufgabe Wir wihlen einen Punkt P # (0|0) der Einheitskreisscheibe, indem
wir Zahlen R mit 0 < R < 1 und T mit 0 < T < 27 zufillig wiahlen und P =
(Rcos(T)|Rsin(T)) setzen. Dann ist P keineswegs zufillig gewiihlt, denn fiir eine
Teilmenge A der Einheitskreisscheibe ist im Allgemeinen eben nicht P(A) = %.
Mache dir dies noch einmal klar, indem du als A die Kreisscheibe A, um den
Nullpunkt mit dem Radius r wé&hlst.

Gesucht ist nun eine eine zweidimensionale Dichtefunktion f : (z,y) — f(z,y).
Fiir eine verniinftige Teilmenge A der Einheitskreisscheibe ist dann

PA) =+ [ Hemddy

Es ist einleuchtend, dass f rotationssymmetrisch sein sollte; alle Punkte auf einem
jeden Kreis um den Nullpunkt sollten von f auf dieselbe Zahl abgebildet werden.
Es gibt eine solche Funktion f, und du kannst sie finden! Hinweis: Betrachte die
Mengen A, mit denen du dich oben schon befasst hast.

35



13 Der y*-Test

Wir werfen einen idealen Wiirfel 24-mal und zé&hlen, wie oft eine 1, eine 2 usw.
geworfen wurde. Dann haben wir es mit sechs Zufallsgroflen Hy, Ho,...,Hg zu
tun; dabei bezeichnet Hy, wie oft die Augenzahl k geworfen wurde. Natiirlich ist
E(Hy) = 4, das heifit, wenn wir den Versuch sehr oft durchfiithren, werden wir
im Mittel je Durchfithrung zum Beispiel vier Einsen beobachten. Betrachtet man
aber nicht, was im Mittel auf lange Sicht passiert, sondern schaut man sich eine
konkrete Durchfithrung an, bekommt man einen Wertesatz (h1, ho, hs, ha, hs, hg),
und die einzelnen hj; kénnen von 4 deutlich abweichen. Es ist lediglich klar, dass
hi+ ho + -+ + hg = 24 ist.

Um die Abweichung quantitativ zu erfassen, bildet man folgende Messgrofe:
4
k=1
Je grofler diese Kennzahl ist, desto grofler ist die Abweichung. — Fiir diese Kennzahl
gebe ich zunichst eine allgemeinere Beschreibung:

12 Definition
Es sei X : Q — R eine ZufallsgroBe mit Wertevorrat X (Q) = {z1, z2,...,zn}. Wir
losen N Werte von X aus, und es bezeichne Hj, wie oft der Wert x; beobachtet
wurde. Dann ist Hy. eine Zufallsgrofie mit Erwartungswert E(Hy) = N-P(X = xy).
Wir definieren zu X und N die Zufallsgréfe
“~ (Hy — E(Hy))*
Y = . 17
; E(Hy) {an
Kehren wir zuriick zu unserem Wiirfelbeispiel. Jede konkrete Durchfithrung des
Versuchs liefert eine konkrete Zahl. Marcel hat den Versuch in einer Simulation 100—

mal durchfiithren lassen und damit einhundert dieser Kennzahlen gewonnen und in
einem Histogramm dargestellt.®

So weit, so gut. Nun lebte vor etwa hundert Jahren ein Karl Pearson, und er hat
eine Familie von Verteilungen entdeckt, die man x2-Verteilungen nennt. Es sind
stetige Verteilungen, und ihre Dichten sehen so aus:

%x%e*%’: firz >0
22™T(2m) (18)
0 sonst,

N

fm(x) =

Dabei ist I' die bertthmt—beriichtigte Gammafunktion, die du ehrfiirchtig betrach-
ten und dann ignorieren kannst. Der Parameter m wird Anzahl der Freiheitsgrade
genannt. Nun kommt der Clou der Sache: Pearson hat bewiesen, dass

PY <)% Faly) = [ " ) de (19)

ist, wenn man m = n—1 wihlt. Hier wird die Wortwahl nachvollziehbar: Die Summe
der Hj, muss stets N ergeben, also sind in gewissem Sinne nur n — 1 der Hy, frei.”

In der Praxis lduft die Sache nun wie folgt ab. Der Anwender hat einen Wertesatz
und vermutet, dass es sich um einen Satz von N ausgelosten Werten einer Zufalls-
grofle X handelt. Beim Wiirfelbeispiel wire X gleichverteilt, in der Aufgabe mit der

8Siehe die Datei chi.mn .
9Ist X poissonverteilt, muss man sogar m = n — 2 setzen.
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Abbildung 19: Dichte der y2-Verteilung mit m = 5

Verkehrszihlung aus dem Buch sollte X poissonverteilt sein. Der Anwender berech-
net nun den Wert y der Zufallsgrofle Y aus Gleichung 17 und bestimmt den Wert
des Parameters m (im Wiirfelbeispiel ist m = 5, beim Verkehrszéhlungsbeispiel ist
m = 9 —2 = 7). Mit Hilfe einer Tabelle stellt er nun fest, ob y im rechten 5%-
Schwanz der entsprechenden x2?-Verteilung liegt. Dann ist die KenngroBe nédmlich
auffillig grofl, und die Hypothese, der Wertesatz stamme von der vermuteten Zu-
fallsgroBe X, wird verworfen. Liegt y dagegen in dem Bereich von 0 bis F,,1(0,95),
geht man davon aus, dass es sich um zufillige Abweichungen handelt, und behélt
die Hypothese, die Werte stammten von X, bei. Bei der ganzen Sache handelt es
sich also um einen einseitigen Test mit Nullhypothese X und o = 0,05. Man macht
einen einseitigen Test, weil eben groie Werte von Y verdéchtig sind.

Das war in etwa das, was Jonathan vorgetragen hat. Hier enden nun meine

Aufzeichnungen zur Stochastik; ich hoffe, dass sie dir niitzlich waren oder noch
werden. — Im néchsten Halbjahr beginnen wir ein ganz anderes Thema.
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